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Résumé

Nous allons ici donner une méthode pour borner la complexité (ap-
pelée w) de la multiplication de deux matrices sur un corps de caracté-
ristiques zéro, utilisant la théorie des représentations . Cette méthode
ne donne pas encore de résultats aussi bon que ceux de la LASER
méthode donnant une borne de 2,38 et due & Coppersmith et Vino-
grad (on peut trouver toute cette théorie dans Algebraic Complexity
Theory de P. Biirgisser, M. Clausen, et M.A. Shokrollahi). Néanmoins
elle parait prometteuse pour enfin prouver w = 2.



1 Présentation du probléme

On peut multiplier de maniére rapide deux polynoémes grice a la trans-
formée de Fourier, c’est en fait la méme technique qui est utilisée ici. On va
expliquer comment réaliser cela dans cette section.

Définition 1. Soit S un sous-ensemble du groupe G, on pose
Q(S) = {58 !s,s' € S} =SS!
On dit que Q(S) est le quotient & droite de S.

Définition 2. Soit trois sous-ensembles S, T, U d’un groupe G, on dit que
S, T, U vérifie la condition du triple produit (triple product condition) si

Y, 5.t € QU), Q(S), Q(T), (ust = 1) & (u=s =1t =1)
On dit aussi que G réalise < |S|, |T|, |U| >.

On considére 'algébre du groupe G noté C[G| dont les éléments sont
des sommes formelles d’éléments de G & coefficient dans C, >~ . agg. On
considére les éléments de la forme suivante (ot U,S et T sont trois sous-

ensembles de G) :
A= Z asyts_lt
seSteT
B= Y bt 'u
teT ueclU

On fait correspondre bijectivement a ces deux éléments de C[G] les matrices
A = (ast)sester et B = (byy)teruer (bien définies si S,T,U vérifie la
condition du triple produit). Si on multiplie 1’élément A par I’élément B on
obtient 1’égalité suivante :

AsB=3 (Y asbu)f
feG st~ lu=f

Donc si S, T, U vérifie la condition du triple produit, on a comme coefficient
devant s~'u dans le produit :

E as,tbt,u
t

Donc les coefficients devant les s~'u dans AB sont les entrées de la matrice
(AB)s,u. On réalise ainsi une multiplication d’une matrice de Mg 7|(C) par
une autre de M7 ;7(C) en multipliant deux éléments de I'algébre C[G].



Théoréme 1. On sait représenter lalgébre d’un groupe fini comme un pro-
duit d’espaces matriciels, de la maniére suivante :

ClG) = JJ ¢t
ou les d; sont les degrés des représentations wrréductibles de C[G].

Ce résultat permet de définir un algorithme récursif pour calculer le pro-

duit de deux matrices. On associe aux deux matrices qu’on veut multiplier
deux éléments de ’algébre d’un groupe fini comme expliqué précédemment.
On sait représenter l'algebre de groupe par la remarque précédente comme
un produit d’espace matriciels. Donc la multiplication des deux matrices de
départ correspond a la multiplication d'un certain nombre de matrice (la
multiplication dans l'algébre de groupe correspond & la multiplication com-
posante & composante). On rapplique récursivement l’algorithme aux ma-
trices obtenues.
Le passage d’un élément de 'algébre de groupe a sa représentation dans le
produit d’espace matriciel se fait par une transformée de Fourier dont la
complexité est linéaire, cela n’a donc pas d’impact sur la complexité globale
de lalgorithme. Bien entendu pour réaliser ce résultat il faut que le groupe
contiennent 3 sous-ensembles vérifiant la condition de triple produit et de
taille correspondant aux deux matrices qu’on veut multiplier.

2 Reésultats élémentaires

Je donne ici toute une série de résultats intéressants sur la condition de
triple produit et sur les bornes sur w qu’on peut en déduire.

Lemme 1. Si un sous-groupe normal N de G réalise < ni,myi,p1 > et
que G/N réalise < ng,ma,p2 >, alors G réalise < ning, mima,p1p2 >. En
particulier si Gy réalise < ni,mi,p1 > et Go réalise < ng,ma,ps >, alors
G1 X Gq réalise < ning, mims, p1p2 >.

Définition 3. Le pseudo-exposant «(G) d'un groupe fini non trivial est le
minimum de

3log|G|
log(nmp)
sur tout les n, m,p tels que G réalise < n,m,p >.

Lemme 2. Le pseudo-exposant d’un groupe est compris entre 2 et 3 et c’est
exactement 3 si le groupe est abélien.

Théoréme 2. Soit G un groupe de pseudo exposant o et dont les degrés des
caracteres sont les d;, on a l'inégalité suivante :

Gl <y



Ce théoréme nous permet de borner w simplement en trouvant un groupe
qui a les bonnes propriétés. L’inégalité provient de ’algorithme que j’ai décrit
précédemment.

log|G
Corollaire 1. Soit v = ?g’d‘ ot d = max d;. On obtient, o partir de
09
linégalité précédente, en bornant tous les d; par d, si o(G) < v(G) :
-2
w< a(l—)
v -«

On a donc une borne un peu moins précise mais qui ne dépends que du
degré maximum des caractéres de (G. On peut donner encore un corollaire
qui nous éclaire sur la possibilité de trouver w = 2.

Corollaire 2. Si il existe une famille de groupes finis G1,Gs ... tels que
a(G;) =2+ 0(1) et a(G;) —2 = o(v(G;) — 2), alors w = 2.

Bien sur, pour l'instant aucune telle famille n’a été trouvée. Méme si
elle n’existait pas il y aurait encore un espoir que cela soit seulement la
majoration due & l'introduction de v qui est trop butale.

Lemme 3. Soit un groupe G, et trois sous groupes qui vérifient la condition
du triple produit alors si deuzx de ces sous groupes commutent entre euzx, il
ne donne pas de meilleure borne sur o(G) que 3. De méme si ce sont trois
ensembles quelconques qui vérifient la condition du triple produit, que l'un
d’entre euz est commutatif et que les deuz autres commutent entre eux, cela
ne donne pas de meilleure borne que 3.

Ce lemme est intéressant car pour trouver une bonne borne a w on cherche
des sous-groupes et des sous-ensembles qui vérifient le triple produit, ce qui
permet de borner o(G) et ensuite on étudie les caractéres du groupe pour
pouvoir appliquer les inégalités précédentes.

Dans la pratique on remarque qu’il est simple de trouver des sous-groupes
qui vérifient ces conditions, mais qu’ils donnent de mauvaises bornes sur «,
et dans le cas ou deux commutent entre eux, pas de borne du tout.

Cela souligne qu’il faut chercher plutdt des sous-ensembles, de préférence
non commutatifs. C’est d’ailleurs ce qui motive la construction de groupes a
partir de produit semi-direct, c’est & dire introduire de la non commutativité
dans des structures que ’on connait bien.

3 Exemples

Définition 4 (Produit semi-direct). Soit deux groupes G, H et une action a
gauche de G sur H, alors on définit le produit semi-direct de G et H, G x H,
comme les paire (g € G,h € H) avec la loi de groupe suivante :

(91, h1)(g2, h2) = (9192, (92-h1)h2)



Exemple 1. 1l existe des familles de groupe tel que « tende vers 2.
2 —log2 1
+0( 5)-
logn (logn)
L’exemple qu’on a donné ici est utile pour les résultats les plus récents évo-
qués 4 la fin. Les sous-ensembles utilisés pour réaliser cela sont les suivants :
on considére les triplets (a,b,c) tels que a + b+ ¢ = n — 1 et on fait agir
Sp(nt1)/2 dessus comme le groupe des permutations de cet ensemble.
On considére les trois sous groupes qui laisse fixe une des coordonnées, ils
vérifient la condition du triple produit et donnent la borne ci-dessus. Néan-
moins, malgré la bonne connaissance des caractéres de S, cela ne donne

aucune borne sur w.

La famille S, (;,41)/2 @ un pseudo exposant borné par 2+

Exemple 2. Voici le premier exemple qui a confirmé la possibilité de trouver
par cette méthode un borne inférieure stricte & 3, alors que cela n’était pas
sur lors de la parution du premier article sur le sujet en 2003. On counsidére
le produit semi-direct d’un groupe abélien quelconque élevé a la puissance
6 avec Z/27. G = 7./27 x AS et Iaction de Z/2Z est tout simplement la
permutation des 3 premiéres coordonnées de A% avec les 3 suivantes.

On introduit alors les ensembles suivants, avec z générateur de Z/27Z :

S; = {(a1,...,a6)%'|a;, ass; sont les seuls non nuls etj € {0,1}}

Ces 3 ensembles vérifient la condition du triple produit et on obtient I'inéga-
lité suivante :

6log|A| — 1

~ logA +1log(|A] — 1)
On utilise pour cela 'inégalité obtenue dans la partie précédente, en majorant
le degré des caractéres par 2. En effet A est abélien et donc de caractére 1 et
on peut montrer facilement que les degrés des caractéres du produit direct
sont au plus le cardinal du groupe non abélien.
Cela donne au mieux w < 2,9088, en choisissant |A| = 17.
Néanmoins on peut généraliser un peu cette construction en considérant
le groupe G = Z/k7Z x A% laction est toujours la méme c’est a dire la
permutation des blocs de 3 coordonnées. On peut étendre les S; de la méme
maniére et on a alors I'inégalité :

3klog|A| — logk
“ =& - DlogA + log(|4] — 1)

dont le minimum est atteint pour |A| =7 et k = 4, ce qui permet d’obtenir
w < 2,8790. Dans les deux cas j’ai aussi calculé précisément les caractéres,
mais cela n’apporte qu’une amélioration inférieure a 10~ aux résultats pré-
cédents.

11 est satisfaisant de voir que la méthode marche mais les résultats sont cepen-
dant moins bon que ceux qu’a obtenu Strassen avec son premier algorithme
de multiplication de complexité inférieure a 3.



Exemple 3. Soit D, le groupe diédral & m = 2n éléments, c’est & dire
engendré par deux éléments x,y d’ordre n et 2 tels que yzy = . Si on
prends n premier il est facile de trouver tous les sous-groupes. On peut
montrer alors que tout triplet de sous-groupe vérifiant la condition du triple
produit ne donne rien de mieux que a < 3. Cela souligne encore une fois
que les sous-groupes ne donnent pas de bons résultats. Si la borne n’est pas
meilleure, c’est que C[D,,] = []C?**2, en fait on ne divise le produit qu’en
produits de matrices de taille 2 * 2.

Par ailleurs on a un phénomeéne intéressant, a(Dg) = 3 mais a(DE) est
borné par une fonction qui tend vers 3log;5(8) = 2,51... quand k tend
vers U'infini. Comme ~ reste constant quand on fait augmenter & (remarque
générale), on voit qu’il peut étre bon de considérer des puissances de groupe,
comme famille de groupe, car la borne obtenue ne peut que s’améliorer.

4 Perspectives

D’abord on a essayé de tester le maximum de groupes & l'aide d’un pro-
gramme informatique, mais cela n’a pas donné de résultat intéressant, il faut
donc réfléchir!

On a remarqué que les ensembles non commutatifs donnaient de bons ré-
sultats, on a donc étudié le Wreath Product qui est le produit semi-direct
d’un groupe cyclique & la puissance n avec le groupe des permutations
de taille n qui agit en permutant les coordonnées. On prend comme sous-
ensemble vérifiant la condition du triple produit H; = {(m,0)|m € Sy}, Hy =
{(m,mu —u)|m € Sp}, Hy ={(m,mv —v)|wr € Sy} onu=(1,2,...,n) etv =
(n,n—1,...,1). Cela donne une famille de groupe dont « tends vers 2, et
les constructions plus sophistiquées s’inspirent de celle-ci.

On pourrait aussi penser & construire un groupe a partir des conditions de
triple produit sur trois sous-groupes ou sous-ensembles, en maximisant «,
c’est & dire en construisant un goupe aussi petit que possible pour des sous-
ensembles de taille fixée.

La notion la plus importante, pour les résultats intéressants est celle de triple
produit simultané :

les ensembles A;, B;, C; vérifient le triple produit simultané si

pour tout i, A;, B;, C; vérifient la condition du triple produit

pour tout 4, j, k, ai(a;)_lbj(bk)_lck(cz”)_l =l=i=j=k.

Elle est utilisée avec des familles de Wreath Product, ’astuce qui sert dans
I’exemple 1 et avec des notions combinatoires comme celle des USP ou ’Uni-
quely Solvable Puzzle’. On obtient au mieux pour Uinstant w < 2,41.

Les résultats trouvés ont des liens clairs avec les démonstrations des mémes
bornes dans un autre cadre, mais cette nouvelle méthode a ’aventage d’étre
plus claire et de se faire dans un cadre bien défini. On obtient d’ailleurs deux
jolies conjectures qui nous aménerait si elles étaient prouvées & w = 2.



Derniére remarque, avec cette méthode, on peut déterminer w pour des corps
de caractéristique non nulle simplement en prenant des algébres de groupe
dans un corps fini (la complexité ne dépends pas du corps mais de sa carac-
téristique seulement).
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